
Erinnerung:

Definition: Die Determinante einer n⇥ n-Matrix A =
�

aij
�

16i,j6n
ist

det(A) :=
X

σ2Sn

sgn(σ) ·
nY

i=1

ai,σi.

Proposition: Es gilt det(AT ) = det(A).

6.4 Zeilen- und Spaltenentwicklung

Konstruktion: Sei A eine n ⇥ n-Matrix mit n > 0. Für jedes Paar von Indizes 1 6 i, j 6 n sei Aij

diejenige (n− 1)⇥ (n− 1)-Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht.

Satz: Für jedes 1 6 i 6 n gilt

det(A) =
nX

j=1

(−1)i+j · aij · det(Aij).

Für jedes 1 6 j 6 n gilt
det(A) =

nX

i=1

(−1)i+j · aij · det(Aij).







Definition: Die Adjunkte von A ist die Matrix

Ã :=
�

(−1)i+j · det(Aji)
�

16i,j6n
.

Satz: Es gilt
A · Ã = Ã · A = det(A) · In.



Erinnerung: Für je zwei n⇥ n-Matrizen A und B gilt det(AB) = det(A) · det(B).

Satz: Eine quadratische Matrix A über einem Körper ist invertierbar genau dann, wenn det(A) 6= 0 ist.
In diesem Fall gilt weiter

det(A−1) = det(A)−1 und
A−1 = det(A)−1 · Ã.

Beispiel: Eine 2⇥ 2-Matrix
�

a b

c d

�

über einem Körper ist genau dann invertierbar, wenn ad− bc 6= 0 ist,
und dann gilt

✓

a b

c d

◆

−1

=
1

ad− bc
·

✓

d −b

−c a

◆

.



6.5 Ähnlichkeit und Determinante eines Endomorphismus

Sei K ein Körper.

Definition: Zwei n⇥ n-Matrizen A und B über K heissen ähnlich oder zueinander konjugiert, wenn eine
invertierbare n⇥ n-Matrix U über K existiert mit B = UAU−1.

Proposition: Dies ist eine Äquivalenzrelation.

Proposition: Ähnliche Matrizen haben dieselbe Determinante.

Proposition: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V . Dann sind die
Darstellungsmatrizen B[f ]B bezüglich beliebiger geordneter Basen B von V zueinander ähnlich. Insbeson-
dere ist det(B[f ]B) unabhängig von B.

Definition: Das Element det(f) := det(B[f ]B) 2 K heisst die Determinante von f .



Proposition: Für alle Endomorphismen f und g eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V gilt:

(a) det(idV ) = 1.

(b) det(g ◦ f) = det(g) · det(f).

(c) Die Abbildung f ist ein Automorphismus genau dann, wenn det(f) 6= 0 ist.

(d) Für jeden Automorphismus f gilt det(f−1) = det(f)−1.

(e) Für jeden Isomorphismus h : V
⇠

! W gilt det(h ◦ f ◦ h−1) = det(f).


