Erinnerung: .
ﬂz_\\/@,

Definition: Die Determinante einer n x n-Matrix A = (aij) . ist

Proposition: Es gilt det(AT) = det(A).

6.4 Zeilen- und Spaltenentwicklung
Konstruktion: Sei A eine n x n-Matrix mit n > 0. Fiir jedes Paar von Indizes 1 < i,7 < n s
diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht

Satz: Fiir jedes 1 < i < n gilt

det(A) =

Fiir jedes 1 < j < n gilt
det(A) =
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Definition: Die Adjunkte von A ist die Matrix ‘ )
_ (i: M( )9’
L./J.

\ A = ((_Diﬂ'det(Aj’i))1<z‘,j<n'

|

Satz: Es gilt
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Erinnerung: Fiir je zwei n x n-Matrizen A und B gilt det(AB) = det(A) - det(B).

Satz: Eine quadratische Matrix A {iber einem Koérper ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 ist.

In diesem Fall gilt weiter <—
o~ det(A7™') = det(A)™!  und
% A7t = det(A)7!- A

Beer., A ivbes = AAST, = oA Lt (A) = dok (RA)=det (T |= 1
= Lot (R)+0 - d At (R s dot (R)

ot A0 =D A A =dt AT, = A-(M(@J‘-A):IM
= A ubar, td A:_‘l: M[AJ‘IA—J ﬂ_@f(

Beispiel: Eine 2 x 2-Matrix (‘z 2) iiber einem Korper ist genau dann invertierbar, wenn ad — bc # 0 ist,

1 d —b
ad—be \—c a )’

und dann gilt
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6.5 Ahnlichkeit und Determinante eines Endomorphismus — A= I

Sei K ein Korper. de 2 A3l = T

Definition: Zwei n x n-Matrizen A und B iiber K heissen dhnlich oder zueinander konjugiert, wenn eine
invertierbare n x n-Matrix U iiber K existiert mit B = UAU !,

Proposition: Dies ist eine Aquivalenzrelation.

RBe , A= T, AT = AR~NA )_( |
RUA—UL:DA u@u~u&(u Plo Ok )
R=LALt C= VRV = C= VuAG'V ' = (VW) VoA (VL) | A 0k AM@ ~C = A~C

Propositlon. Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante. ge—-é{ 4

Brows + toh (Ual) = b lLr)-dek (A Ak (u[ T = A% (4 ). qed,

Proposition: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann sind die

Darstellungsmatrizen p[f]p beziiglich beliebiger geordneter Basen B von V' zueinander dhnlich. Insbeson-
dere ist det(p[f]p) unabhingig von B.
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Definition: Das Element det(f) := det(g[f]p) € K heisst die Determinante von f.




Proposition: Fiir alle Endomorphismen f und g eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' gilt:
(a) det(idy) = 1.
(b) det(go f) = det(g) - det(f).

)
(c) Die Abbildung f ist ein Automorphismus genau dann, wenn det(f) # 0 ist.
- _—
(d) Fiir jeden Automorphismus f gilt det(f~') = det(f)~".
(e) Fiir jeden Isomorphismus h: V = W gilt det(ho f o h™!) = det(f).

(m) M(R[J\/jﬂjrﬂeﬁ’@u/:ﬁ.
(b) “**(g[af’f]g): M(H[q][?*g[fjﬁ): M(ng]aj-,&t(&[f%):&)@(gj-dﬁ% @)
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